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MATEMATICA — SOLUTII

1. Determinati perechile de functii (f,g), unde f : R — R este
continua, g : R — R este derivabila, iar

/cosf(x)dx:sing(x)—l—c si /sinf(x)dx:—cosg(:c)—l—c.

Solutie. Derivand membru cu membru relatiile din ipoteza, obtinem
cos f(x) = ¢'(x) cos g(z) sisin f(x) = ¢'(x) sin g(z). Ridicand la patrat
gi adunand membru cu membru, deducem ca ¢' () € {—1, 1}, pentru

orice T € R . 3p
Functia ¢’ are proprietatea lui Darboux, prin urmare ¢’ (z) = —1,
VeeRsaug (x)=1,Ve €R ... . o i 2p
In primul caz g () = —z +a, a € Rsi f(x) = g(a) + 7 + 2k,,
k., € Z; cum f este continua, deducem k, = constant ............. 2p
In al doilea caz g (z) =z +a, a € R f (x) = g(x) + 2k,m, ky € Z;
camai sus, k, nudepindede x ................ ... .. i 2p

2. Consideram monoidul (M, (Z),-), A o matrice din M,, (Z) si
multimea G (A) = {My | My =1, + kA, k€ Z} C M, (Z).

a) Dacd A% = O,,, demonstrati ci (G (A),-) este grup abelian.

b) Stiind ca My, Ms, ..., Ms, sunt elemente inversabile ale monoidu-

lui (M,, (Z),-), aratati ca toate matricele din G (A) sunt elemente in-
versabile ale monoidului (M, (Z), ).

Solutie. a) Se observa ca My - M; = My, Vk,l € Z si, folosind
aceasta relatie, se arata imediat ca (G (A),-) este grup abelian. ..3p

b) O matrice M din M,, (Z) este element inversabil al monoidului
(M, (Z),-) daca i numai dacd det M = £1. ..................... 1p

Consideram polinomul P (X) = det (I, + X A) € Z[X], de grad cel
mult n. Pentru fiecare s € {0,1,2,...,2n}, avem: M, este inversabila
mM,(Z)edet M=+l P(s)==x1. ..o, 1p

Prin urmare, exista cel putin n + 1 numere s in care P ia valoarea
1 sau cel putin n 4+ 1 numere s in care P ia valoarea —1; ne plasam in
prima situatie, in cea de-a doua rationamentul fiind analog. Polinomul
@ = P — 1, de grad cel mult n, se anuleaza de cel putin n + 1 ori, deci
este polinomul nul. Astfel, P = 1, agsadar det (I, + kA) = 1, Vk € Z
si, de aici, concluzia problemei. (4 puncte)



